
功率平衡基础上的基波分析法

黄炳华
1
,钮利荣

2
,蔺兰峰

2
,孙春妹

2

( 1.广西大学电气工程学院,广西南宁 530004; 2.单片集成电路和模块国家重点实验室,江苏南京 210016)

� � 摘 � 要: � 在非线性网络的适当端口施加正弦电压源 Us. 用基波平衡原理求得注入网络的基波电流 is1. 当 is1= 0

时,正弦电压源的频率和幅值被称为基波解.如果能求出 n 个基波解,则原网络必然也对应的存在有 n 个周期解. 如

果基波解不存在,则原网络的周期解也不存在.

以考比兹电路为例,说明虚功平衡和周期振荡的密切关系,以蔡氏电路为例,用基波平衡原理说明混沌振荡的性

状.结论的普遍性可以推广到三阶非线性微分方程.其正确性可以用 SIMULINK 仿真验证.
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Fundamental Wave Analysis Based on Power Balance
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Abstract: � We can find the first harmonic current component is1 of injecting to the nonlinear networks by using fundamental�
wave balance principle, when sinuso idal voltage source Us is applied to the proper port of the nonlinear network. The frequency and

amplitude of sinusoidal voltage source is called fundamental harmonic solution, when is1= 0. If n�fundamental harmonic so lution can

be found, then n�periodic solution of orig inal network certain exist correspondingly. If first harmonic solution is nonexistent, the orig�

inal network has no periodic solution also .

T aking the Co lpitts circuit as example, the close relation betw een reactive power balance and periodic o scillation can be

shown. Chaotic oscillation shape and properties of Chua� s circuit can be explained by the fundamental�wave balance principle. The

univer sality of the conclusion can be extended to the three dimensional nonlinear network . Its correctness can be verified by the

Simulink.
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1 � 分析非线性网络的基波平衡原理

� � 对于一个非线性网络N,在适当端口施加正弦激励

源 uS= Umsin �St,注入网络的电流 iS = iS1+ iSh ,即可用

iS 替代uS ,其中基波分量 iS1= Um ( Gi sin �St+ Bicos �St ) ,

如果网络参数对于一定的( �S , Um )能够满足使 G i= 0

和 B i= 0 即 iS1= 0,网络内部对基波分量能维持自激,

激励源提供的 iSh用以平衡网络内部诞生的非基波分

量,使端口维持正弦, 此时 iS = iSh ,非线性网络没有向

替代源吸收能量,仅有吸放虚功的交换.

在 iS1= 0的情况下,脱离替代源 iSh以后, 网络还能

不能维持自激振荡,可通过下述方法论证:

当 iS1= 0只接有替代源 iSh时如图 1( a) ,端口 u 维

持正弦振荡有 u= uS= Umsin �St .当脱离替代源,也就是

原非线性网络如图 1( b) ,和增加一个反向的 iSh等效.

如果图 1( a)的基波解存在有正弦振荡,则图 1( b)

由于在端口外并联增加一个反向的 iSh , 这和脱离替代

源是等效的,激励源成为一个非基波平衡源, 视图 1( a)

是一个正弦振荡源外接空载;则图 1( b)是在空载的端

口,增加承担一个非基波负载电流- iSh ,其性质是一
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种时而吸入时而放出能量的虚功电流,但在一个振荡

周期吸放量相等相互抵消, 如果网络内的振荡储能不

足以支付这种吸纳和吐出,则振荡也可能被迫停止(如

端口并接一个充分大的电容),而事实上非基波电流 iSh

的周期比基波短,振幅比基波小,这就足以证明非基波

分量要求的吞吐量完全在网内储能足够支付的情况

下,是在图 1( a)所组成振荡源完全能够承受的范围内,

振荡会继续自激维持下去, 因此,只要基波解存在,脱

离激励源后周期振荡必然存在, 这就是范德堡振荡必

然有极限环的原因[ 1, 2] .但由于振荡源并非无穷大的理

想源,因而其外特性不会保持正弦, 即周期解存在但 u

 uS .基波解的频率 �S 和原微分方程周期解 u 的频率

也不相等,一般地说 �S 指图 1 ( a)振荡源 uS 空载时的

频率.图 1( b)的端口电压 u 是指又承担了虚功负载 iSh

以后非正弦的频率, 因而 u 的频率会低于 �S . Simulink

仿真验证了这个结论.

基波平衡原理是从能量和功率平衡的观点, 判断

网络维持振荡的可能性. is1= 0说明实功取得平衡,有

维持振荡的足够能量, 基波的虚功也取得平衡, 且非基

波的虚功也必定在可以平衡的范围内.参考文献[ 3~ 6]

的很多例证说明,只要包含激励源的基波解存在,则不

包含激励源的原微分方程的周期解也必然存在, 成对

应关系.结论:如果基波平衡方程存在有唯一的基波解

( �S , Um) ,则可确定原方程的周期解也必然唯一存在;

但基波分量的频率 �1h  �S基波振幅值 Umh  Um.

2 � 用基波平衡原理分析 Colpitts电路

� � 电路的非线性模型如图 2, 取非线性元件的控制量

uC2= u 作为端口变量,压控伏安特性 i= f ( u) , 根据电

路定律,未加激励源可列方程式( 1) ,经整理可得式( 2) ,

加入激励源后注入网络的电流为 is , 可列电路方程式

(3) .取基波和非基波分量得基波和非基波平衡方程式

(4)和( 5) .用系数平衡法或正弦向量法可以求得基波输

入导纳为式( 6) .用MATH- 1可求出 G i, Bi 如式( 7) .令

Gi= 0, Bi= 0可求出基波解的 �S 和 gmf为式 ( 8) .若 i=

f ( u)如式( 9) ,可进一步求出式( 10) .

�u= iL / C2 ( 1. 1)

�uC1= ( - i- uC 1gC- iL) / C1 ( 1. 2)

�iL = ( - u+ uC1) / L ( 1. 3)

u
.. .
+

gC !u
C1

+
( C1+ C2)�u

C1C2L
+

gCu+ f ( u)

C1C2L
= 0 ( 2. 1)

� u
. ..

+ gC!u/ C1+ �20�u+ �22[ gCu+ f ( u) ] / C1= 0 ( 2. 2)

�22= 1/ LC2 � �
2
1= 1/ LC1

�2
0= 1/ LC= ( C1+ C2) / ( C1C2L ) = �2

1+ �22 ( 2. 3)

� � u
. ..

S+ gC !uS/ C1+ �20�uS+ �22[ gCuS+ f ( uS )] / C1

� � � � � = C1L!iS- gCL�iS- iS ( 3. 1)

� � f ( uS) = f 1( uS) + f h( uS) � f 1( uS ) = gmf uS ( 3. 2)

� � u
. ..

S+ gC !uS/ C1+ �20�uS+ �22( gC+ gmf ) uS / C1

� � � = C1L!iS1- gCL�iS1- iS1 ( 4)

�22[ f h( uS) ] / C1= C1L!i Sh- gCL�i Sh- iSh ( 5)

Yi =
{ gc(1- �

2
S / �

2
2) + gmf + j�S [ LC1C2( �

2
0- �

2
S) ] } [ (1- �

2
S / �

2
1)- j�SLgC]

(1- �
2
S / �

2
1)

2
+ ( �SLgC )

2

= G i+ jBi ( 6)

Gi= g c+ gmf (1- C1L�
2
S) = g c- C1gmf / C2 ( 7. 1)

Bi= ( gCC2- C1gmf ) gC�SL/ C1= GigC�SLC2/ C1 ( 7. 2)

�S = �0, � gmf = gCC2/ C1 ( 8)

i= f ( u) = a 1u- a3u
3, gmf = a1- 3a3 U2

m/ 4

a1> C2gC / C1 , a 3> 0 ( 9)

�Gi / �Um= 1. 5a 3C1 Um/ C2 ( 10)

例 1 � 设电路有一组参数如下: i= ( 9u- 0. 08u 3) ∀
10- 3, a1= 9 ∀ 10- 3 , a3= 0. 08 ∀ 10- 3 , gmf= ( 9- 0. 06U2

m )

∀ 10- 3 , C1= 100PF, C2= 400PF, L = 10 H , gC= 1mS, �2
0

= 1/ LC= 1/ 10- 5 ∀ 80 ∀ 10- 12= 1�25 ∀ 1015, f 0= �0/ 2!=

5�63MHz.用这组参数代入式 ( 2. 2) , ( 7)和 ( 10) 得式

( 11) , ( 12)和( 13) ,其中令 Gi= 0, Bi= 0解出 Um.

u
. ..
+ 10

7!u+ 1�25 ∀ 10
15�u+ 2�5∀ 10

21
( u+ 9u- 0�08u 3

)

= 0 ( 11)

Gi= 10- 3( 0�015U2
m- 1�25) � B i= 1�414Gi ( 12)

U2
m= 83�3, Um= 9�13, �G i/ �Um= 10- 3(0�03Um) > 0

( 13)

分析式( 12)有 Um # 0 时 Gi 和 Bi 为负, 说明在微变范

围,网络会起振并逐步增幅,而当 Um 增大时 gmf减小 Gi

和B i 增大,非线性特性发挥稳幅作用,在高 Q 情况下

建立近似正弦振荡, 电路存在有一个基波解, 用

SIMULINK仿真验证,可以显示当初激值| u | < 11�1803
时,相空间有一条固定不变的闭轨线.说明存在有一个

周期解就是 Colpitts振荡. 若设 a1< C2gC/ C1= 4 ∀ 10- 3

则电路不能起振, 没有基波解,相图显示轨线返回原

点,是一个不能振荡的稳定电路.

3 � 具有双漩涡( double scroll)结构的混沌振荡

� � 蔡氏电路如图 3, 用基波平衡原理分析混沌振

荡[ 6] .外加激励源 uS列状态方程如式( 14. 1) ,标量方程
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如式( 14. 2) . 去除激励源的状态方程如式( 15. 1) , 标量

方程如式(15. 2) ,式中的 VC1, VC2 , iL 是未加激励源前的

非正弦量.加入激励源的基波平衡方程如式( 17) ,式中

VCS= uS , VC2S , iLS都是正弦量; 非线性元件的 iN , VN 在

加入激励源前后也各有不同.

C1�VCS = (- VCS+ VCS2) g 0- iN+ iS

C2�VC2S= ( VCS- VC2S) g 0+ iLS

L�iLS= - VC2S

(14. 1)

V
. . .

CS+ !VCS

g 0

C1
+

g0

C2
+

gN

C1
+ �VCS

1
LC2

+
6a3VCS�VCS

C1
+

g0gN

C1C2

� � +
iN+ g 0VCS

C1C2L
=
!iS
C1

+
g0�iS
C1C2

+
iS

C1C2L
(14. 2)

C1�VC1= ( - VC1+ VC2) g0- iN

C2�VC2= ( VC1- VC2) g0+ iL

L�iL = - VC2

(15. 1)

V
. . .

C1+ !VC1
g0

C1
+

g0

C2
+

gN

C1
+ �VC1

1
LC2

+
6 a3VC1�VC1

C1
+

g0gN

C1C2

� � +
iN+ g 0VC1

C1C2L
= 0 (15. 2)

式中, iN= - a 1VN+ a3 V 3
N, gN = diN/ dVN ,

� � � gNF= - a1+ 3a3 V2
m/ 4 ( 16)

V
. . .

CS+
gNF+ g0

C1
+

g 0

C2
!VCS +

gNFLg0+ C1

C1C2L
�VCS

� � � +
gNF+ g 0

C1C2L
VCS=

!i S1

C1
+

g 0�iS1
C1C2

+
iS1

C1C2L
(17. 1)

�2
0=

�2
2( gNF+ g 0)

( g 0+  g0+ gNF )
, �22=

1
LC2

,  =
C1

C2
,

� � V
. . .

CS= - �2S�VCS , !VCS= - �2
SVCS (17. 2)

( �2
0- �2S ) VCS=

�VCS �2S-
gNFLg 0+ C1

C1C2L
+

!iS1
C1

+
g 0�iS1
C1 C2

+
iS1

C1C2L

∃
C1

g 0+  g 0+ gNF
(17. 3)

可从两方面分析双漩涡(double scroll)结构的混沌振荡.

用两种方法求式(17)的基波解:

3�1 � 以任意频率 �S 的电压源激励端口

用正弦相量法或平衡方程系数法,可求出端口输

入导纳为

� � � Gi =
g 0( �SC2- 1/ �SL) 2

g 2
0+ ( �SC2- 1/ �SL) 2+ gNF ( Vm)

= Geq ( �S) + gNF ( Vm) ( 18. 1)

� � � Bi=
g 2
0( �SC2- 1/ �SL )

g2
0+ ( �SC2- 1/ �SL) 2+  C2�S ( 18. 2)

例 2 � 电路图 3 的网络参数为 L = 8�2mH, C2= 0�05 F,

C1= 0�0055 F, g 0 = 0�752 ∀ 10- 3 S, �2 = 1/ LC2 =

49�5KHz,用程序MATH�2,令 Gi= 0, Bi= 0,由式( 18)可

求出两组 �S和gNF如式( 19) .这是为了满足功率平衡所

确定的振荡频率和负电导值( �S1 , gNF1)、( �S2, gNF2) ,对

于两个 gNF可进一步求出为满足基波功率平衡的振幅

值 Vm 如式( 20) .

�S1= 20�9KHz< �2 , gNF1= - 0�000734> - g0 ( 19. 1)

�S2= 46�6KHz< �2 , gNF2= - 0�0001005> - g 0 ( 19. 2)

V2
m= 4( a 1+ gNF ) / 3a3 ( 20)

3�2 � 第二种方法
直接以 iS1= 0代入基波平衡方程式( 17. 3)求基波

解,可得系数平衡式 ( 21) .解出 gNF和 �S 有两组实根如

式( 22) ,若网络参数如上述,由程序MATH�2可以证实,

式( 22)的结果和式( 19)的结论一致.

�20- �2S= 0, �2S - ( gNFLg 0+ C1) / ( C1C2L ) = 0 ( 21)

gNF= - g 0( 1+  ) /2 % ( { [ g 0( 1+  ) ] 2- 4C1 / L } / 2)

= ∀1, 2 ( 22. 1)

�2S = �20= �22
gNF+ g 0

( g0+  g 0+ gNF )
=

gNFLg 0+ C1

C1C2L

= �22+
gNFg 0

C1C2

< �22 ( 22. 2)

这种方法当然简单容易得多, 但必须在有基波解

的情况才行得通, 它无法分析没有基波解的情况. 当

Gi ( Vm)恒为正数,方程没有基波解也不发生混沌; 它无

法做出 Gi ( Vm )曲线分析网络稳定性.

4 � 用 SIMULINK仿真验证相图的性状

4�1 � 蔡氏电路平衡点的排列和相图性状
& gN 伏安特性式( 16)如图 4, 设 a1= 0�8 ∀ 10- 3, a 3

= 0�001 ∀ 10- 3 ,由式( 15. 1)用MATH �3 可以求出有三个
平衡点,其座标位置( VC1, VC2 , iL)为 E1= ( 0, 0, 0) ; E2, 3=

( % 6�9282, 0,  0�00521) .设 #, ∃, %均为正实数,记雅可

比矩阵的特征根( #, - ∃% j%)为 O

型,而(- #, ∃% j%)记为 P % 型蔡氏

电路 E1为 O 型点,其特征根为 ∀O
= 22998�9, - 14655�8 % j26659�5.
E2, 3为 P

%
型点, 其特征根为 ∀P =

- 41592�3, 4548�86 % j3166�8.
三个平衡点排列具有 P- OP+ 结构,可以发现 P 点

的周围是旋涡状轨线构成的 DP 区, O 点的邻域是 DO

区,相点离开居于中间位置的 O 型点E1,具有左右两种

可能的走向,轨线趋向左右两个 DP 区, 成为联系左右
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两个漩涡的键波[ 7] ,

图 5 是空间相图在

( VC1, iL )平面上的投

影,其中心是( 0, 0) ;

左右两个区域各以

P 点 ( - 0�00521,
6�92 ) 和 ( - 6�92,
0�00521) 为涡心形
成漩涡,左右两漩涡轨线基本上是卷出的螺旋形,右漩

涡卷出越过中心 O 就会走入左漩涡,左漩涡卷出越过

O 就会走入右漩涡. 又由于式 ( 16 )中三次方项的作用

使螺旋的卷出不会向无穷的方向扩展,因此说 P- OP+

的排列是形成双漩涡结构相图的原因之一.

其次要注意到由于满足功率平衡的周期解不是唯

一的,由于 a1> - gNF1> - gNF 2,代入式( 20)可得 V2
m 有

两个合理的正值解,说明在一个初激值下有两组合理

的( �S , Vm)同时满足瞬时功率平衡, 即可以维持 ( �S1,

Vm1)的自激振荡也可以维持( �S2, Vm2)的振荡,并且可

以在任一瞬时、任意一个相点从一种振荡转向另一种

振荡,其随机性必须在这个规律的约束下随机. 产生的

周期振荡可在两组解之间反复变化. 因而左右两侧的

轨线不是单一性而具有遍历性, 这是形成双漩涡结构

相图的另一个原因.同样可做出空间相图在其他两平

面的投影.

现有绝大部分理论认为: 混沌振荡是确定性系统

的不确定性行为, 似乎是自然界存在一种不可理解的

现象.本文分析指出混沌振荡的随机行为是有一定规

律的,其随机性是在一定约束限制范围内的随机.自然

界物体与电荷来回往返运动的普遍形式应指混沌振

荡,等周期振荡是这种普遍形式的一个特例,而正弦振

荡又是等周期振荡的特殊情况.

∋若设 a 1= 0�2 ∀ 10- 3, 其他参数不变,此时由于

- gNF1> a1> - gNF 2代入式 ( 20) ,则 V
2
m 只有一组合理

的正值解满足功率平衡. 用 MATH�4 求当 a1= 0�2 ∀

10- 3时的蔡氏电路,只有一个平衡点,满足功率平衡的

解是唯一的,和初激值无关, 在相图显示有一个极限

环.此时没有混沌.

(若设 a1= 0�05 ∀ 10- 3其他参数不变,此时- gNF1

> - gNF2> a1代入式 ( 20) , 则 V2
m< 0 没有基波解满足

功率平衡.其意义是( �S , Vm)取任意的实数值,无法使

Gi ) 0, Bi ) 0同时成立. 相图显示在一定初值刺激下,

轨线返回原点.

4�2 � Colpitts电路平衡点的排列和相图性状

用MATH�5求三个平衡点的座标位置( u , uC1, iL) :

E1= ( 0, 0, 0) ; E2, 3= ( % 11�1803, % 11. 1803, 0) E1 为不

稳定焦点, 其雅可比矩阵特征根为 ∀P = - 1�79505 ∀

107 , 3�97527 ∀ 106 % j3�71068 ∀ 107. E2, 3为鞍点, 其雅可

比矩阵的特征根为 ∀O = 2�412 ∀ 10
7
, - 1�706 ∀ 10

7 %

j4�22129 ∀ 107.

三个平衡点的排列为 O- PO + ,居于中间位置的 P

型点是不稳焦点, 相点离开 P 型点的第一瞬间只有一

种走向,即螺漩形的向外扩展,当初激值在 P型点邻域

| u | < 11�1803,相点运动的最终达到一个固定的闭轨线
T ,当初激值进入并超过左右两个平衡点的座标位置时

| u | > 11�1803,轨线不趋向 T 而是趋于无穷. 因此 T 是

一个半稳定极限环,仿真说明当初激值为 11�1,相图有
闭轨线;当初激值为 11�2相轨线趋于无穷.

另两个 O 点微变线性化是不稳定, 但还必须将座

标体系平移到另两点,用基波平衡原理,分析其在大范

围的稳定性和振荡性状.分析结果表明: G i 和 B i 两者

恒大于零,网络没有周期解.当 Gi> 0 时意味着实功不

能平衡,振幅由于实功不足而趋向衰减.当 B i> 0 时意

味着虚功不能平衡也会停振, 说明没有足够的虚功维

持正弦振荡,但其发展和实功不足的结果不同.相点趋

向无穷也是电荷不具备振荡能力的一种表现.式( 11)的

最后一项记为 Au= 2�5 ∀ 1021(10- 0�08u2) u .当| u | <

11�1803时, A> 0 是一个恢复力, 在恢复力的范围内虚

功可取得平衡;当 | u | > 11�1803 时, A< 0 是一个排斥

力.在排斥力的范围内, B i> 0 虚功无法平衡,相点在排

斥力的作用下远离平衡点而去.

相点趋向无穷也是不稳定的一种表现,在实际的

力学与电路系统,都是不可能出现的,事实上的实际系

统是非线性特性必然会又增加一个更高次方项, 例如 i

= ( 9u- 0�08u 3) ∀ 10- 3+ a5u
5其中 0�08∀ 10- 3> a 5> 0

使 Au= 2�5 ∀ 1024( 0�01- 0�08 ∀ 10- 3 u2+ a 5u
4) u .当 u

#0时, A> 0是一个恢复力;当 | u | 稍大时, A< 0是一

个排斥力,促使相点继续远离平衡点;当 u # ∗ 时, A>

0,又变成恢复力,促使物体返回原点而重新振荡起来.

这种现象是鞍点型电路的特点.

所谓有足够的虚功是指,系统不消耗能量,但有交

换能量形式的能力,例如势能和动能的交换,电能和磁

能的交换,具备这种能力的表现为虚功取得平衡而有

振荡,不具备这样能力的表现为虚功无法平衡,而在排

斥力的作用下趋于无穷, 不能振荡,如果三个平衡点的

排列是 O- PO + ,则右侧 O 型点向右刺激趋于无穷,而

向左侧刺激,则进入 P点周围而有周期振荡, Colpitts电

路的相图印证上述的结论.对于多平衡点的非线性系

统,建立一个座标体系只能研究各点的微变稳定性,至

于全局的稳定性必须建立多个座标体系, 用基波平衡

原理研究在多个座标体系下,其大范围的稳定性, 然后
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综合进行分析,可以得出多平衡点的电路会出现混沌.
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